Suites: Limites & récurrence - Correction des exercices 


Exercice 1 Déterminer dans chacun des cas la limite de la suite (u,) 


9 1 2n (: + =) ig L lim (1+ 5) = 1 soit, par produit et 
E e OE E — D" ayap T 2n quotient des limites : 
TT 365 365 “>” 365 ue 
r i lim 2n = +00 
n— +00 . . 
2 ls | 3 1 soit, par produit et 
b) un 2n — 3n+2 = 2n—2n 0 avec, Em, Lap 9n F >) z quotient des limites : 
ln `] 1 lim u, = —00 
n lim (-- 1) = #00 
n—+00 n 
E 4n? ( + =) 1+ 11 lim (1+ =) = | soit, par produit et 
C) Un = De = =A — 9 4n? avec, "7% z quotient des limites : 
n(2n +1 f B | k 
ixa aa) a aa a 


3 , P EEE? B 
d) un = AIT avec, „im vn = +00, et donc, me (2Vn +17) = +00, d'où, im Un = Q. 
1 1 ji 
3n | 1 + — 3 1 + — 2an 
Peer. " E Ga ( E Ai 
e) Un = = 


E v3n 
TRA a a T 


1 | 1 3 
avec, lim {| 1+ —=— |] = 1, donce lim 1+ —= =1,et lm | —+1]=1. 
n—+00 ( A =) n—+00 van ! ( ) 


Ainsi, par produit et quotient des limites, lim un = V3. 
n—+00 


1 
1+—+ a) l 1 
ma- EIEE e (1+ vn vairi yit 


" Vn =n=1 1 1 
E fit) MES yo 
n >) n n n 
avec, „im 1+4 +É let lim y1-1-4 z = 1, d’où, par quotient des limites, Em, Un = 1. 
n— +00 


g) Un = Vn + 1 — yn. Lorsque n — +00, on est face à une forme indéterminée du type ” +00 — co 


On peut alors penser (et doit penser!) à utiliser la quantité conjuguée pour changer cette sous- 


traction : 
CR ET- Va) (Vn+T+ Vn) (n+D-n 1 
i vVn+I+yn vVntl+yn vntl+yn 
On a alors, Em, Vn+1— + et lim vn = +00, d’où, par addition des limites, 
n— +00 
1 
„im n + ) = +0 et enfin, lim up = lim ——— = 
vn n—++00 n>+œ yn +1+/n 


h) un = Vn? +n —n : on peut commencer par essayer de procèder de la même façon en utilisant la 
quantit ‘e conjugu ‘ee, 
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(VR+n-n)(Vn+n-n) (n+n)-n n 
Un =, 
Vn? +n+n Vn? +n+n Vn? +n++n 


face à une forme indéterminée ” ——” . 


mais on se retrouve encore 


O0 
On doit al factoriser par le terme prépondérant : 


n B n n 
“Veras 1 
m (14i) +n Vn? l+=+n n l+=+n “it 
n 
: 1 
soit, Un = 


1 
1+=+1 
n 
. 1 f 1 ; ; 
On a alors, lim |[1+—}) = 1, et donc, lim 1+—+1ļ| = 2, d’où, par quotient des 
n— +00 n n— +00 n 


limites, lim un = =. 
n— +00 2 


Rappel : Schéma général d’une démonstration par récurrence : 


On cherche à montrer par récurrence, pour tout entier n, la propriété Pn. 


Initialisation : On vérifie que Po est vraie, c’est-à-dire que la propriété est vraie au rang n = 0. 
Hérédité : Supposons que pour un entier n, la propriété P, soit vraie. 


On montre alors, en utilisant cette hypothèse (dite hypothèse de récurrence), que la propriété P,+1 
est encore vraie. 


Conclusion : On vient donc de montrer, d’après le principe de récurrence que, pour tout entier n, la 
propriété P, est vraie. 


Exercice 2 Soit (u,) la suite définie par uo = 2 et, pour tout entier n, uy+1 = 5u» + 4. 
Montrer que, pour tout entier n, un > 0. 


Montrons par récurrence que, pour tout entier n, Un > 0. 
Initialisation : uo = 2 et donc uo > 0, et la propriété est donc vraie au rang n = 0. 


Hérédité : Supposons que pour un entier n, on ait un > 0. 
On a alors, 5un > 0 — Su, + 4 > 4, c’est-à-dire uy11 > 4 > 0. 
La propriété est donc encore vraie au rang (n +1). 


Conclusion : On vient donc de montrer, d’après le principe de récurrence, que pour tout entier n, Un > 0. 


Exercice 3 Soit (u,) la suite définie par uo = —3 et, pour tout entier n, Un+1 = 5 — dun. 
Montrer que, pour tout entier n, un = (—4)"*? +1. 


n+1 


Montrons par récurrence que, pour tout entier n, Un = (—4) +1. 


Initialisation : uo = —3. 
Or, pour n = 0, (4) + 1 = (—4)! + 1 = —4 + 1 = —3, et on a donc pour ug = (—4)°+H +1. 
La propriété est donc vraie au rang n = 0. 
Hérédité : Supposons que pour un entier n on ait un = (— un + 1. 
ALors, Uny = 5 — 4un = 5 — 4 ((—4)"+t +1), d’après l'hypothèse de récurrence. 
Ainsi, uns = 5 —4(—4)" H — 4 = 5 + (—4)”" +? — 4 = 1 + (—4)”+t, ce qui montre que la propriété 
est encore vraie au rang (n + 1). 
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Conclusion : On vient donc de montrer, d’après le principe de récurrence, que pour tout entier n, 
Un = (4) +1. 


. . . e 1 , Un +1 
Exercice 4 Soit (u,) la suite définie par uo = à et, pour tout entier n, Un+ı = or 
Un 
Montrer que, pour tout entier n, 0 < Un < 1. 
Montrons par récurrence que, pour tout entier n, 0 < un < 1. 
1 
Initialisation : uo = 2’ et donc 0 < uo < 1, et la propriété est vraie au rang n = 0. 
Hérédité : Supposons que pour un entier n on ait 0 < un < 1. 
1 1 
Alors, d’une part 1 < u, +1 < 2, et d’autre part 2 < un + 2 < 3 — 3 x TEY < 7 
Un 
1 up+l 
En mulipliant ces deux inégalités, on obtient alors 3 < 5 = z et on a donc 0 < un11 < 1: 
Un + 


la propriété est donc encore vraie au rang (n + 1). 


Conclusion : On vient donc de montrer, d’après le principe de récurrence, que pour tout entier n, 
IES mR 


Exercice 5 Montrer que, pour tout entier n >, ` k x k!=(n+1)!-1. 
k=1 


Montrons par récurrence que, pour tout entier n > 1, >. kx k!=(n+1)!—1. 
k=1 


Initialisation : Pour n = 1, XC k x k!=1x1!=1, et (1+1)! -1=2!-1=2-1=1. 
k=1 
Ainsi, la propriété est vraie au rang n = 1. 
Hérédité : Supposons que pour un entier n on ait 3 kx k!=(n+1)!—1. 


k=1 
n+1l 


Alors, X k x k! = (S x u) +(n+1) x (n+1)! = ((n+1)!-1) + (n+1) x (n+ 1)! d'après 
k=1 


$= 
l'hypothèse de récurrence. 


n+l 
Ainsi, XC kxk! = (n+1)!+(n+1) x (n+1)!-1= (n+1)I(1+(n+1)) zie (n+1)!(n+2) zk 
= n+1 
Or, (n+ 1)!(n + 2) = (n + 2)!, et on a donc Xok x k! = (n+ 2)! -1 = CE 1) +1)! — 1, ce qui 
k=1 


montre que la prorpiété est encore vraie au rang (n + 1). 


Conclusion : On vient donc de montrer, d’après le principe de récurrence, que pour tout entier n, 


X kxkl=(n+1)!-1. 
k=1 


Exercice 6 Soit (u,) la suite définie par uo = 1, u = 2 et, pour tout n € IN, un12 = Suns — Guy. 
Calculer uz, uz et u4: Us = Bus — Guo = 4; uz = 5u — Gui = 8; u4 = Euz — bus = 16. 


Démontrer que, pour tout entier n, Un = 2”. 


Montrons par récurrence que, pour tout entier n, Un > 0. 


Initialisation : uo = 2 et donc up = 2°. De même u = 2 = 21, 
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La propriété est donc vraie au rang n = 0 et n = 1. 
Hérédité : Supposons que pour un entier n, on ait Un = 2" et upp; = 2H, 

On a alors, un42 = 5Un41 — Gun = 5 x 2F1 — 6 x 27, d’après l'hypothèse de récurrence. 

Ainsi, Un+2 = 2” (5 x 2 — 6) = 2" x 4 = 2" x 2? = 2"”+? ce qui montre que la propriété est donc 
encore vraie au rang (n + 2). 


Conclusion : On vient donc de montrer, d’après le principe de récurrence, que pour tout entier n, Un = 2”. 


Remarque : Dans cette démonstration par récurrence, on a fait une hypothèse de 
récurrence qui porte sur 2 rangs successifs : n et (n + 1), et qui montre que la propriété 
se transmet au rang suivant (n + 2). 

Ainsi, la propriété est vraie au rang n = 0 et n+ 1 = 1 (d’après l’initialisation), et elle 
donc vraie au rang n +2 = 2. 

Ensuite, comme elle est vraie au rang n = 1 et n+ 1 = 2, elle est donc aussi vraie au rang 
n+2=3. 

Puis elle est vraie au rang n = 2 et n + 1 = 3, donc aussi au rang n + 2 = 4. 


A 1 
Exercice 7 Soit (u,) la suite définie par uo = 1 et, pour tout entier n, Un4ı = g” +3. 


1 
1. Tracer dans un repère la courbe représentative de la fonction f : £ => 17 + 3, puis placer les 


points Ao, A1, A2 et A3 d’ordonnée nulle et d’abscisse respective uo, u1, U2 et ug. 


2. Montrer que, pour tout entier n, Un < 4. 
Montrons par récurrence que, pour tout entier n, Un < 4. 
Initialisation : uo = 1, et donc wo < 4, et la propriété est donc vraie au rang n = 0. 


Hérédité : Supposons que pour un entier n on ait u, < 4. 
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1 1 1 

Alors, qu < i x 4 = 1, et donc, au +53 <1+3=4. 

Ainsi, Un+ı < 4, et la propriété est encore vraie au rang (n + 1). 

Conclusion : On vient de dmontrer d’après le principe de récurrence que, pour tout entier n, Un < 4. 


3. Montrer par récurrence que la suite (un) est croissante. 


Montrons par récurrence que, pour tout entier n, Un S Un+1- 


1 13 
Initialisation : uo = 1, et u = 7% +3 — T et donc uo < u4, et la propriété est donc vraie au 
rang n = Q. 
Hérédité : Supposons que pour un entier n on ait Un S Un11. 


1 1 o1 ds 
Alors, gun < art d’où, qu +3 < Unr1 + 3, c'est-à-dire Un+ı S Un+2- 


Ainsi la propriété est encore vraie au rang (n + 1). 


Conclusion : On vient de dmontrer d’après le principe de récurrence que, pour tout entier n, Un < Un+1, 
et donc que la suite (un) est croissante. 


4. En déduire que la suite (un) est convergente. 


La suite (u,) est croissante et majorée par 4, elle converge donc vers une limite l. 


Exercice 8 Soit (un) la suite définie par uo = 3 et, pour tout entier n, Un+1 = VUn + 3. 


1. Calculer les quatre premiers termes de la suite, et conjecturer le sens de variation de la suite (un). 
Démontrer cette conjecture. 


u = Vu t l= V3 Fl = 2; uw = yu +1 = v3 ~ 1,73; 
us = Vus + l = VvV3 +1 ~ 1,65; u4 = Vus + =\Vv3+12œ1,61; 


Comme uo > u1 > U2 > uz > u4, on peut conjecturer que la suite (un) est décroissante. 


Montrons par récurrence que, pour tout entier n, Un > Un+1- 


Ínitialisation : La propriété est vraie pour les rangs n = 0 à n = 3 d’après les calculs précédents. 


Hérédité : Supposons que pour un entier n on ait Un > Un+1- 


Alors, un + 1 > un+1 +1, et donc, Vun + 1 > uns + 1, car la fonction racine carrée x + yx 
est croissante sur R4. 


Ainsi, Uni1 = VUn + 1 > Uny = VUnşı + 1, et la propriété est encore vraie au rang n + 1. 
Conclusion : On vient de montrer que, d’après le principe de récurrence, pour tout entier n, 
Un > Un+1, C'est-à-dire que la suite (u,) est décroissante. 

2. Montrer que, pour tout entier n, 0 < Un < 3. 


Par une récurrence immédiate, comme uo = 1 > 0, et comme si u, > 0, alors un+ı = Vun +1 > 
0, on sait donc que pour tout entier n, un > 0. 


De plus, comme uo = 1 < 3 et que la suite (un) est décroissante, on a donc, pour tout entier n, 
Un < Ug < 3. 


On a donc bien au final, pour tout entier n, 0 < Un < 3. 


3. En déduire que la suite (u,) est convergente vers une limite l. 


La suite (u,) est donc décroissante et minorée par 0, elle converge donc vers une limite l > 0. 


PROF: ATMANI NAI IB Suites: Limites & récurrence - Correction des exercices 5/11 


4. Déterminer l. 


La limite { de la suite vérifie nécésairement l = vl +1 (point fixe), 


= 1 
soit l > 0 et =1+1 4> P -l-1=0 = { A où 1= 55) 


1— v5 So | 1+ 
2 


[S 


Comme l = < 0, la limite de la suite (u,) (car on sait qu’elle en a une) est l = 


i ug — 1 
Exercice 9 Soit (u,) la suite définie par , 1 i 
pour tout entier n, Un+ı = gun +n—2 
1. Calculer u1, ug et ug. 
: +0-2 - 2 
U = — — = — — = —— :' 
1 3 40 3 3 ; 
1 5 13 


1 
uz = =U + 2 — 2 = —— ; 
m aT 27 
2. Montrer que, pour tout n > 4, Un > 0. 
Montrons par récurrence que, pour tout n > 4, un > 0. 
1 4 
Initialisation : u4 = FL +3—-2— T3 +1 = Fi > 0, et la propriété est vraie au rang n = 4. 


Hérédité : Supposons que pour un entier n > 4 on ait un > 0. 


1 1 
Alors, gun > 0, et donc, oi LS car n È 4. 


1 
Ainsi, Un41 = zun +n -— 2 > 2 > 0, et la propriété est encore vraie au rang n + 1. 


Conclusion : On vient donc de démontrer que, d’après le principe de récurrence, pour tout 
entier n > 4, Un > 0. 


3. En déduire que, pour tout n > 5, Un > n —3. 


Ga | 


Pour tout entier n > 5, Un = =Un_1 + (n — 1) — 2 = Eana +n— 3. 
Or, comme n > 5, on a donc n — 1 > 4, et alors, d’après la question précédente, u,_1 > 0. 
Ainsi, Un = jun -32 043 
On a donc, pour tout entier n > 5, un > n — 3. 
4. En déduire la limite de la suite (u,). 


Comme lim (n—3) = +00, on en déduit, d’après le corolaire du théorème des gendarmes, 
n— +00 
que lim uw, = +00. 
n— +00 


: cos(n 
Exercice 10 Soit, pour tout entier n, un = a 
n 
1 
Montrer que pour tout entier n, ea eds EF puis en déduire la limite de la suite (u,). 
n 


Pour tout entier n, on a —1 < cos(n) < 1. 


1 1 
I > 0, on obtient ——— < u, < 


Ainsi, en multipliant ces inégalités par < ; 
p G p n n +1 n +1 


PROF:ATMANI NAIIB Suites: Limites & récurrence - Correction des exercices 6/11 


Comme lim — = 0 et lim 
n—+o n+l n=>+œ n + 1 


gendarmes, lim un = 0 
n— +00 


F —1)" 

Exercice 11 Soit, pour tout entier n, un = a 
n? +1 

n—1 n +1 


Montrer que pour tout entier n, wsl L'Un L 2 


n 


On a (—1)” = 1 lorsque n est pair, et (—1) 


= —] lorsque n est impair. 


= 0, on en déduit donc, d’après le théorème des 


, puis en déduire la limite de la suite (u,). 


Ainsi, pour tout entier n, —1 < (—1)” < 1, soit aussi n—1 < n+(—1)” < n+ 1, puis, multipliant 


SE A E 
P ; HT 


n +1 


1 1 1 
lim — = 0, lim (i — 2) = 1, et lim ( + à) = 1, et donc, par produit et quotient des 
n n 


n—+00 n n— +00 n— +00 
poai 1 
limites, lim — = 
né +1 
h n +1 
De même, lim = 
+00 n? +1 


Ainsi, d’après le théorème des gendarmes, on a donc lim un = 0. 
n— +00 


Exercice 12 Soit, pour tout entier n, un = 


Pour tout entier n, (—-1}"+n > —1 +n, 
1 


1 
ÉD SIL done A 
et (—1)" + + ù F23 


Ainsi, en multipliant ces deux inégalités, on obtient : un = 


(—1)"+n 
(—1)" +2 


1 
Montrer que pour tout entier n, Un > a puis en déduire la limite de la suite (u,). 


Ptn mal 


n—1 
Comme lim —— = +0, on en déduit, d’après le corollaire du théorème des gendarmes, que 


n— +00 


P 1 
Exercice 13 Soit la suite définie par uo = 0 et uy41 = = 


1. Déterminer les cinq premiers termes de cette suite. 


Quel semble être la limite de (un)? 


u= yg = SVT = VE 1,732; 

w=: r=: 15 ~ 1,94; 

us = ygt- È +12 : TE E 
u= VTT S=: = 2 1,906 
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us ~ 1,999 
La suite (u,) semble converger vers 2. 


2. Montrer que la suite (v,) définie par v, = u? — 4 est géométrique. 


1 | 1 1 1 1 
Uni = Us — 4 = (vae) —A4= u Uan us e (us +4) = 


1 
Ainsi, la suite (v,) est géométrique de raison I 


3. En déduire la limite de la suite (v„) puis celle de la suite (u,). 


1 
Comme —1 < — < 1, on en déduit que lim Un =Q. 
4 n—+00 


De plus vp = u? — 4 = Un = VUn + 4 où Un = — VUn +4. 
Comme un > 0 (car up est définie par une racine carrée), on a donc Un = VUn + 4, et donc, 


lim un = VO +4 = 2. 


n— +00 


On a ainsi démontré la conjecture sur la limite de (un) faite à la question 1. 


. > —3 
Exercice 14 Soit (u,) la suite défini we 
oit (un) la suite définie par nA Ta 


Quelle valeur de wg faut-il prendre pour que la suite (u,) soit stationnaire ? 


Une suite stationnaire est une suite constante : pour tout entier n, Uyi1 = Un = Un-1 
ui = Uuo. 
Ainsi, la suite est stationnaire si, ui = uo — V3 +uo = uo — 3+ uo = ug et uo > 0. 


1— v13 


On doit donc avoir ainsi uĝ—uo—3 = 0 soit, en résolvant léquation du second degré, ugo = 


2 
1+ v13 
ou w = — — 
1— v13 . , . i 1+v13 
Comme = < 0, on doit donc nécessairement avoir uo = T3 


Exercice 15 On considère la suite (un) définie par uo = 5 et, pour tout entier n, 3uy411 = Un +4. 


1. Calculer uw, et us. 


3U1 = Uo + 4 9 <> u 3; 3u = uy +4 T 4> u z 
2. Démontrer que, pour tout entier n, Un > 2. 
Montrons par récurrence que, pour tout entier n, Un 2 2. 


Initialisation : La propriété est vraie pour les rangs n = 0, n = 1 et n = 2 d’après ce qui 
précède. 


Hérédité : Supposons que pour un entier n on ait u, > 2. 


D 


Alors, un + 4 > 2 + 4 = 6, et donc 3uyu1 2 6 = Uny > = =2. 


3 
Ainsi, la propriété est encore vraie au rang n + 1. 
Conclusion : On a donc démontré, d’après le principe de récurrence, que pour tout entier n, 
Un 2 2. 
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3. Montrer que (un) est une suite décroissante. 


On peut montrer que (un) est décroissante par récurrence, en montrant que pour tout entier n, 
Un+1 < Un: 


On peut aussi le montrer directement : 


: 1 4 
Pour tout entier n, Un+1 = —=Un + z, et donc, 


3 3 
4 2 4 
O tout enti DEE N g= do a ) 
ler n n 3 mn l, Ton a 5) ; Un Un = — zZ Un PON = — =U. 
r, pour tout entie ; Un Z et alns 3” 3 ou ui 3 a. 3 3 


Ainsi, pour tout entier n, Un+1ı — Un S0 4 Unyi S Un : la suite (un) est donc décroissante. 
4. Montrer que la suite (un) est convergente et déterminer sa limite. 

D’après ce qui précède, la suite (un) est décroissante et minorée par 2, elle converge donc vers 

une limite l > 2. 

Cette limite l satisfait de plus nécéssairement l’équation 3l = l + 4 (point fixe), soit l = 2. 

Ainsi, la suite (u,) converge vers l = 2. 


5. On pose, pour tout entier n, Un = Un — 2. 
Montrer que (v,) est une suite géométrique. 
En déduire l’expression de v, en fonction de n. 


4 1 2 1 1 
Un+1 = Un+1 — 2 = Un + = — 2 = -Un — = = = (un — ) = =Un. 


3 3 3 3 3 3 


1 
La suite (v,) est donc géométrique de raison 3 et de premier terme vo = uo — 2 = 3. 


1 n 
On en déduit que, pout tout entier n, Un = voq” = 3 x G) D — 


6. Soit Sa =X uk =w Ho H-H Un et Ta = X Uk = uo + U1 +... H Un. 
k=0 k=0 
Déterminer l’expression de Sn, puis de Th, en fonction de n. 


Di = Š po Uk = Vo HV +: HUn 


OORO] 


Pour tout entier n, Un = Un — 2 — Un = Vn + 2, et donc, 
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-Juw tuttun 
= (x +2) + (vı +2) 
= (vo +v +-+- -+ Un) 


--+ (Un + 2) 
(2424) 


-G]es 


1 1\” 9 
Comme —1 < = < 1,ona lim [—} =0, et donc, lim S, =- 
3 3 n—+00 2 


n—+00 


= Sn + (n + 1) x 2 = 


NI © 
n 


7. Déterminer lim Spet lim Th. 
n— +00 


De plus, lim 2(n + 1) = +0, et donc, par addition des limites, lim Tn = +00. 
n—+00 n—+00 


; 2 
Exercice 16 Soit la suite numérique (un) définie sur IN* par un = ee. 
n 
1 
1. a. Montrer que, pour tout n € IN”, un = 1 — eS 
1 1)? — 1 2D 2 
De D E AEE E a E L a 


(n +1)? (n +1)? (n+1)}? (n+1)? 
b. Prouver que, pour tout n € N*, 0 < un < 1. 


Pour tout entier n > 0, n +2 > 2 > 0, et donc, n(n + 2) > 0. 
n(n +2) 


De plus (n + 1)? > 1? > 0, et on a donc up = Ge 


De même (en cherchant à utiliser le résultat de la question précédente), CESSE > 0, soit 
n 
1 


1 
—-— < 0, et d n= l=] 
CENTS (n +1) 


Au final, on a bien, pour tout entier n > 0, 0 < un < 1. 


c. Etudier le sens de variation de la suite (un). 


1 1 
Pour tout entier n > 0, Un+1ı — Un = ( a z) B (: T (n + =) 


1 n 1 
(n+2)? (n+1)? 
_ (n+ D’ + (n +2)? 
~ (n+2}(n +1)? 
E 2n +3 
— (n+2)}(n+1)? 
Or, pour tout entier n > 0, 2n +3 > 3 > 0, et (n +2)? (n +1)? > 0, 
d'où, Unyi — Un > 0 4> Unyi > Un- 
La suite (un) est donc décroissante. 


Remarque : Il y a bien sûr quantité d’autres raisonnements que l’on peut mener pour arriver 
à cette conclusion : 


e Ecrire un = f(n) avec f : x => 1- et étudier le sens de variation de f. 


1 
(x +1)? 
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e Procéder par encadrements successifs en partant de n+1 < n+2 pour arriver à Un > Un+1 
e Conjecturer le sens de variation de (u,) en calculant les premiers termes, puis démontrer 
cette conjecture avec un raisonnment par récurrence 


2. On pose £n = U1 X U2 X --- X Un 
/ j | P n+2 
a. Démontrer par récurrence que, pour tout entier n € IN”, tn = —=—— 
2(n +1) 
/ | n +2 
Montrons par récurrence que, pour tout entier n > 0, £n = —=———. 
2(n + 1) 
de 1(1+2) 3 1+2 3 
Initialisation : zı = u1 = MESIE FIF = et Hri F1 E 
La propriété est donc vraie au rang n = 1. 
Ne A , n +2 
Hérédité : Supposons que pour un entier n on ait £n = —=———. 
2(n + 1) 
Alors, Zni1 = U1 X Ug X Us X - + X Un XUni1 = Tn X Unit 
es” 
n +lj(n +3 
et donc, avec Un+ı = M 
n +2 (n +1)(n +3) n +3 (n +1) +2 T 
Iny = yn = — ———— et la propriété est encore 
2(n +1) (n +2) 2(n+2) 2((n+1)+1) 


vraie au rang n + 1. 


Conclusion : On a donc démontré, d’après le principe de récurrence, que pour tout entier 
n +2 

2(n +1) 

b. Déterminer la limite de la suite (x,). 


2 
n(1+2) 
n + 2 n 


1 
TL, = 2 = 

"ni IN 2,1 

Here m(1+e) he 

n n 


n > 0, Tn = 


2 1 
avec, lim (i + z) = 1, et lim (i + z) = 1, d’où, par produit et quotient des limites, 
n— +00 n n— +00 n 
li = 
ne © 9 
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